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Ehi, 
Marco! 

Hai finito i 
compiti? Lo sai 
che altrimenti 

la mamma 
stasera ci 
sgrida!

Uffi! 
Ma sono 

noiosi. Non 
possiamo 
giocare 
prima?

Si ammette di poter condurre 
da qualsiasi punto a ogni altro 
punto una linea retta.

si ammette che ogni retta 
terminata si possa prolungare 
infinitamente.

si ammette che con ogni 
centro e con ogni raggio si possa 
disegnare una circonferenza.

 si ammette che tutti gli angoli 
retti siano uguali tra loro.

si ammette che, se una 
trasversale a due rette forma 
con esse dalla stessa parte due 
angoli la cui somma è minore 
di 180°, allora le due rette 
prolungate infinitamente si 
incontreranno dalla parte in 
cui si trovano gli angoli la cui 
somma è minore di 180°.

— Allora li imparo! E’ che la matematica e’ difficile. E la geometria, poi, e’ noiosa.
— Ma che dici! La geometria e’ come un bellissimo castello, formato da strutture complesse: muri, scale, 
terrazze. Questi sono i teoremi. Ma se guardi piu’ attentamente ti accorgerai che per costruirli servono 
elementi piu’ semplici: i postulati. Alla fine sono proprio i postulati a tener su l’intero palazzo! Cosa 
succederebbe se provassimo a toglierne uno? Il quinto, per esempio. Se guardi bene, Vedrai una crepa.

non euclidea a fumetti
la geometria

Peccato, 
volevo 

farti esplorare 
un mondo in 
cui bisogna 

sapere benissimo 
i postulati di 
Euclide. Ma 
se non vuoi 
studiarli...

I postulato II postulato

III postulato IV postul

V postulato
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Il problema e’ che 
il quinto postulato 
non e’ evidente 
come gli altri 
quattro. 

Prova a girare il 
disco trasparente: 
La retta s smette 
d’incontrare la 
retta r ben 
prima di essere 
parallela, 
mentre per il 
quinto postulato 
ci dovrebbe 
essere un’unica 
posizione in cui le 
due rette non si 
incontrano mai. che 
Cosa ci garantisce che 
in un piano infinito le cose 
cambino?

— il primo 
ad avere 
dei dubbi fu 
lo stesso 
Euclide...

— La crepa 
rimase. I 
matematici 
non si 
rassegnarono 
e tentarono 
in ogni modo 
di dimostrare 
il quinto 
postulato, 
cercandone una 
formulazione 
piu’ evidente 
oppure 
tentando di 
dimostrarlo a 
partire dagli 
altri quattro, 
come aveva 
gia’ provato a 
fare Euclide.

Se si ipotizza 
che il V postulato 

non valga, si giunge a 
conclusioni che ripugnano 
alla natura della linea 
retta! Ergo, il V 

postulato e’
valido.

Saccheri 
non mi convince: 

e’ possibile una 
geometria con un 

altro “quinto 
postulato”, 
ma chissa’
che strilli se 
publicassi le
mie teorie!

— Stai attento 
Marco! Sembra 
che Saccheri 
abbia risolto 
il problema: in 
realta’ non ha 
trovato una 
vera e propria 
contraddizione, 
ma solo ipotesi 
controintuitive. 
Nemmeno lui e’ 
riuscito a chiudere 
la crepa! Poi, nell’ 
Ottocento, dopo 
secoli di tentativi, 
qualcuno risolse 
la questione 
drasticamente: 
eliminando il V 
postulato!

— Bolyai e Lobacevskij postularono che, dati in un 
piano una retta ed un punto esterno, per il punto 
passano almeno due rette che non incontrano
la retta data.

caro padre, ho 
scoperto cose cosi’ 

belle che ne sono rimasto 
abbagliato, e si dovrebbe 
sempre rimpiangere
 se andassero perdute. 
 Ho creato dal nulla
   un nuovo 
  mondo!

  yanos

   bolyai

     1802-1860

      nikolaj

    ivanovic

  lobacevskij

     1792-1856

proclo

417-487

gerolamo
saccheri

1667-1733

karl friedrich
gauss

1777-1855

r

Accidenti, 
non riesco 
ancora a 

dimostrare il V 
postulato...

e che 
problema c’e’? 

postulalo!
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  georg

friedrich

bernard

riemann

 1826-1866

— Per Riemann, invece, due rette 
qualsiasi di un piano hanno 
sempre un punto in 
comune. E’ la 
geometria sferica.

vedi quel 
quadro di Escher 

alla parete? Rappresenta 
un mondo iperbolico. 
Prova a fare quattro 
chiacchiere con i pesci 

che ci abitano!

voglio 
parlare con 

quelli grandi al 
centro. Sono cosi’ 

grossi che saranno 
sicuramente i piu’ 
importanti! Ehi, 

pesce!

— io sono alto 180 cm, ma piu’ mi avvicino al bordo piu’ 
mi vedi rimpicciolire, perche’ sto andando molto lontano, 
infinitamente lontano dal centro. per quanto io continui a 
camminare, non riusciro’ mai a raggiungere il bordo!

Ma allora 
mi hai fatto 
studiare 
delle cose 
sbagliate! 

Io non ci capisco 
niente. Come 
possono esserci 
geometrie tanto 
strane? il quinto 
postulato e’ cosi’ 
ovvio!

Ti sbagli! 
Il nostro e’ 

un mondo molto 
democratico: noi pesci 
siamo tutti uguali! 
Vieni a vedere se 

non ci credi!

non preoccuparti se ti sembra 
strano: ricordi cosa pensava 
Gauss? Aveva ragione: anche 
i matematici dell’Ottocento 
non accettarono queste nuove 
geometrie. Ma ora seguimi: 
voglio farti vedere il mondo 
meraviglioso creato da Bolyai!
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dai, vieni 
anche tu!

Ma 
perche’ vi 

muovete su 
linee curve?

— dici nel quadro? 
Dimenticalo: Ci 
siamo solo messi 
in posa per fare un 
favore a un amico!

— normalmente ci muoviamo 
cosi’.
— Ma e’ sempre una curva! 
che Cosa cambia?

— Questa non e’ una curva qualsiasi! e’ un arco di 
circonferenza perpendicolare al bordo del nostro 
mondo. O meglio, cosi’ sembra a chi guarda il nostro 
mondo da fuori. cioe, cosi’ sembra nel modello che voi 
euclideani utilizzate per rappresentarlo. Ma per noi si 
tratta di rette, cioe’ della strada piu’ corta tra due 
punti. Sai, noi pesci siamo un po’ pigri!
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— Quanti passi ti mancano?

— aspetta che li conto: 1, 2, 3... 
9 passi. Che strano: in questo 
mondo, una circonferenza di 
raggio 4 e’ lunga 34!
Non ci credo. Voglio 
provare con un raggio  
piu’ lungo. se il mio 
raggio e’ di 5 passi, 
dovrei avere una 
circonferenza di 31,4 che 
arrotondo a 31.
1,2,3,... 31 e sono solo 
a poco piu’ di meta’! 
Papa’, questa volta mi 
mancano 19 passi. Con un 
raggio di 5 ho ottenuto 
una circonferenza di 50!

— cosa puoi concludere?

— Be’, di sicuro che le 
formule solite qui non 
funzionano!

— Secondo me c’e’ qualcosa di piu’ strano 
delle rette. Ti va di disegnare una 
circonferenza? Partiamo con un raggio di 4 
passi. La circonferenza sara’ lunga...?

— 4 passi moltiplicato per 6,28. ma papa’, 
come faccio a fare 25,12 passi?

— Arrotonda a 25!

— 1, 2, 3... 25! ehi papa’! Non sono mica 
ritornato al punto di partenza!

— Esatto. Il rapporto tra circonferenza e raggio, che in 
geometria euclidea e’ costante e definito come 2π, qui 
varia, e in particolare aumenta all’aumentare della 
circonferenza.
E aumenta tanto! Pensa solo alla differenza tra le due 
circonferenze con raggio 4 e 5. Se avessi fatto un raggio 
di 6, non saresti arrivato nemmeno a meta’ con i passi 
previsti. Eh si’, in geometria iperbolica c’e’ molto piu’ 
spazio di quello a cui siamo abituati.

— Ma papa’, tra tutte queste cose cosi’ strane non mi 
hai ancora fatto vedere come fanno due rette distinte a 
passare per uno stesso punto e ad essere parallele ad una 
stessa retta!

— Ma e’ facile! Prova a disegnarle e lo vedrai anche tu!
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Qui sopra,
per esempio!

Oh... 
ma e’ solo

un mappamondo!

— Immagina una 
piccola tartaruga 
ritagliata da un 
foglio che vive su 
questo mappamondo: 
non puo’ sapere di 
abitare su una sfera. 
Non sa nemmeno che 
cosa sia una sfera!

La mia 
bandierina?! 

Non e’ possibile! 
Sono sicura di aver 
sempre percorso una 
retta: il filo dietro di 
me e’ rimasto sempre 
ben teso. che Cosa 

e’ successo?

E’ molto 
semplice: vivi su 

una sfera, un mondo 
in tre dimensioni in cui 
non valgono le regole 

della geometria 
euclidea!

Ma no! Qui c’e’ 
un imbroglio!

— Perche’ dici cosi’, 
Marco?

— Qui non cambia il 
quinto postulato, ma il 
secondo: si ammette che 
ogni retta terminata 
si possa prolungare 
infinitamente.

— Hai ragione: per 
affermare che non 
esistono rette parallele 
bisogna modificare 
ancora i postulati. 
Non solo le rette in 
questa geometria sono 
linee chiuse ma... riesci 
a trovare un altro 
“imbroglio”?

Wow, Bolyai 
aveva ragione! e Chissa’ 
come sara’ il mondo di 

Reimann. Dove puo’ esistere 
una geometria senza rette 

parallele?

— immagina che 
decida di esplorare 
il suo mondo, ma 
siccome e’ un po’ 
lenta...

Non posso 
permettermi di 

sbagliare strada! 
Idea: Tendero’ un filo 

dietro di me, cosi’ saro’ 
sicura di andare sempre 

diritta e di non 
tornare mai sui 

miei passi!
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Ci sono! 
Tutte le rette 
si incontrano 

sia al Polo Sud 
sia al Polo 

Nord!

— Esatto. In geometria 
sferica due rette 
hanno sempre due 
punti in comune: i punti 
antipodali. Percio’ non 
e’ sempre vero che, 
scelti a caso due punti 
distinti sulla sfera, per 
essi passa una e una 
sola retta.

mmm... 
Pero’ non 

mi convince. Dai 
papa’, una retta non 
si chiude! E chi mi 
dice quale arco di 

circonfernza fare per 
avere una retta?

chiediamolo 
alla 

tartaruga!

io?

— che strada faresti per 
tornare a Roma partendo 
dallo stretto di Bering?

— Devi pensare che la retta 
e’ sempre la strada piu’ 
corta tra due punti. Su una 
sfera la strada piu’ breve 
e’ un arco di circonferenza 
massima. queste sono rette:

— ma non tutte le 
circonferenze che puoi 
disegnare su una sfera sono 
rette. Tartarughina, ti stai 
sbagliando!

— Ah, e’ per questo che 
non ci sono parallele! Se 
le rette sono gli archi di 
circonferenza massima non 
possono non incontrarsi!

— e c’e’ di piu’! Se le rette 
sferiche sono solo gli archi 
di circonferenza massima...

a me 
sembrano 
uguali!

cosi’ so 
che strada fare 
per non arrivare 

in ritardo!

come? 
Tanta fatica 
per nulla?

sicuramente 
passerei per 

Oslo! e’ la strada 
piu’ breve!

— ...quanto saranno lunghe 
le rette su una sfera?

— facile! Basta calcolare 
la lunghezza della 
circonferenza!

237 km

237 km
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Allora 
Ti sfido a 

colorare lo spazio 
tra due rette nei 
nostri rispettivi 
mondi: Vince chi 
finisce prima!

— Ma non e’ finita! Guarda i meridiani: sono tutti perpendicolari 
all’equatore e si incontrano tutti ai poli. e’ un’altra differenza con 
la geometria euclidea, in cui le rette perpendicolari ad una retta data 
sono parallele tra loro. Ma su una sfera non ci sono rette parallele!

allora 
se considero 
il triangolo 

individuato da due 
meridiani e l’equatore, 

la somma dei suoi 
angoli interni sara’ 

maggiore di 180 
gradi!

— esatto. poiche’ i due angoli 
alla base sono di 90 gradi, il 
terzo, per quanto piccolo, fara’ 
si’ che la somma degli angoli 
interni superi i 180 gradi.

— Papa’, secondo te le circonferenze come sono qui?

Conto io!
1, 2, 3,...

— Allora tartarughina, con un raggio di 6 passi in 
geometria euclidea mi aspetto una circonferenza di 
38 passi. Stai attenta pero’: magari nel tuo mondo 
non bastano per arrivare in fondo!

— 1,2,3,... 35, ma sono gia’ arrivata 
alla fine!

— Come? Qui la circonferenza e’ piu’ 
corta? Riprova con un raggio 
di 11, dovresti ottenere una 

circonferenza di 69 passi!

— 1,2,3,... 56, di nuovo! 13 
passi in meno per disegnare la 
mia circonferenza. Chi mi ha 

rubato lo spazio?

— a quanto pare, tartarughina, si sta un po’ 
stretti nel tuo mondo!

equatore
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non 
preoccuparti 
mamma, ho 

studiato. Ma ormai 
lo sanno tutti cosa 
c’e’ sotto il quinto 

postulato!

Finito!

ma non vale! 
Io dovevo colorare 

un’area infinita!

— in geometria sferica, 
diversamente da quella euclidea, 
due rette racchiudono un’area. 
La prossima volta pensaci prima 
di accettare la sfida!

che fame
da lupi!

E’ che 
Oggi ho 

esplorato due 
mondi stranissimi 
e non ho nemmeno 
fatto merenda!

possibile 
che se 

io non sono 
a casa non 
funzioni mai 

nulla? Perche’ 
Marco non ha 

fatto i compiti?

E’ pronto
in tavola!
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