
 

Il nostro primo incontro con Enea Bongiorno ci ha spiazzato: non sapevamo di cosa 

si trattasse, la professoressa ci aveva solo detto che sarebbe venuto un ricercatore 

dell’università di Milano e che si trattava di Matematica, ma quello che ci ha 

mostrato la prima volta non ci è sembrato affatto Matematica. 

Tutte immagini di oggetti a cellette, ma un’immagine ha catturato la nostra 

attenzione, quella delle bolle di sapone.  

Il nostro compagno Filippo è tornato all’incontro successivo in classe con una 

bellissima struttura in plexiglas nella quale ha riproposto quelle stesse bolle, quelle 

stesse cellette che non sapevamo cosa fossero, ma che, a quel punto, erano 

diventate l’oggetto del nostro studio. 

Abbiamo cercato di sapere cosa fossero e ci è venuto in aiuto ancora Enea che ci ha 

detto che queste strutture si chiamano diagrammi di Voronoi, e il nostro studio è 

partito da lì. 

Ci siamo divisi il lavoro: chi si chiedeva cosa fossero questi diagrammi, chi studiava le 

loro proprietà, chi si chiedeva come disegnarli, e da questo lavoro abbiamo avuto lo 

spunto per studiare argomenti nuovi sia dal punto di vista algebrico che geometrico. 

Abbiamo studiato la circonferenza e la parabola e abbiamo introdotto un po’ di 

calcolo combinatorio (permutazioni, disposizioni e combinazioni). Alla fine abbiamo 

assemblato i lavori e ci siamo accordati su chi volesse esporre la presentazione alla 

giornata finale. Questo è ciò che abbiamo detto. 

Salve a tutti, siamo la classe seconda esse del liceo Majorana di Rho, e abbiamo 

collaborato con Enea nell’ambito del progetto MATh.en.JEANS. L'argomento del 

nostro progetto è stato un particolare tipo di scomposizione spaziale matematica 

chiamata diagramma di Voronoi. Il primo contatto con il progetto, e 



conseguentemente con la nostra ricerca, non è stato facile, poiché ci siamo ritrovati 

di fronte ad una sfida quale non ne avevamo mai affrontate. Un secondo incontro 

con Enea non solo ci ha chiarito gli argomenti della ricerca, ma ci ha anche mostrato 

come essa potesse essere portata a termine con gli strumenti matematici già a 

nostra disposizione. A questo punto non ci mancava che metterci d’impegno e fare 

del nostro meglio! 

Come spesso e volentieri accade, la 

nostra ricerca ci ha condotto dove 

non pensavamo di arrivare. Tra le 

altre cose abbiamo scoperto come la 

natura, molto prima di noi, avesse 

già applicato in ambiti 

incredibilmente differenziati questo 

oggetto matematico: abbiamo 

notato infatti come la disposizione 

delle singole cellule che formano i 

tessuti siano strettamente 

assimilabili a questa scomposizione 

spaziale. Inoltre grazie alla nostra 

inventiva siamo riusciti a costruire un 

apparecchio che ci permettesse di 

toccare con mano le proprietà della 

scomposizione matematica in natura 

(e per tale scopo, abbiamo utilizzato 

bolle di sapone e il nostro 

“strumento”). 

 

DIAGRAMMI DI VORONOI 

In matematica, un diagramma di Voronoi (anche detto tassellatura di Voronoi) è un 

particolare tipo di decomposizione di uno spazio metrico determinata dalle distanze 

rispetto ad un determinato insieme finito di elementi dello spazio. 

Nel caso più semplice e comune, quello del piano, dato un insieme finito di punti S, il 

diagramma di Voronoi per S è una suddivisione del piano che associa una regione 

V(p) ad ogni punto in modo tale che tutti i punti di V(p) siano più vicini a p che ad 

ogni altro punto in S. 

Dato un insieme di punti generatori G1, G2, G3,..., Gn, la formula dell’insieme dei 

punti della cella relativa a Gi:  

CGi= {x∈Piano :d ( x , Gi)< d (x ,Gj )∀ j≠ i }
 

Osservazione: Nella definizione precedente la cella CGi viene definita “senza bordo”. 

 



Proprietà: 

� Il bordo di due celle adiacenti 

è un segmento incluso 

nell’asse del segmento che 

unisce i punti generatori delle 

due celle; non è necessario 

che il bordo delle due celle 

intersechi il segmento che 

congiunge i due punti, dal 

momento che sta comunque 

sul suo asse. 

 

 

� I punti che stanno al confine 

tra due celle sono equidistanti 

dai punti generatori. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Il punto d’incontro fra tre celle 

è il centro della circonferenza 

su cui stanno i punti 

generatori di queste celle. 

All’interno di una circon-

ferenza su cui stanno tre punti 

generatori non c’è nessun al-

tro punto generatore. 

 

 

 

 

 

 

 

 



METODO DELLE CIRCONFERENZE 

Per quanto riguarda il metodo delle circonferenze, siamo partiti sapendo che per 2 

punti passano infinite circonferenze, mentre per 3 punti ne passa una ed una sola. 

Dati tre punti A, B e C, tracciamo il segmento AB ed il segmento AC, quindi tracciamo 

i rispettivi assi del segmento e scopriamo che il loro punto d’intersezione è O. Dal 

momento che l’asse del segmento è il luogo geometrico dei punti equidistanti dagli 

estremi del segmento (in questo caso i punti A, B e C), allora il punto O è 

equidistante dai tre punti A, B e C in quanto è intersezione dei due assi e si può 

dunque tracciare la circonferenza passante per questi tre punti. Ci siamo poi chiesti 

quante circonferenze potessero passare per 6 punti, e, tramite il calcolo 

combinatorio, ci è risultato che per 6 punti passano 20 circonferenze (6!/(3!*3!)). Di 

queste 20 circonferenze, però, solo alcune possono essere prese in considerazione 

per la tassellazione di Voronoi: solo quelle che non hanno al loro interno un altro 

punto generatore. Quindi i centri delle 

circonferenze rimaste sono sicuramente 

vertici delle celle di Voronoi. Tuttavia se il 

numero di generatori è troppo grande 

questo metodo non è abbastanza 

vantaggioso, poiché richiede la 

ripetizione dello stesso procedimento 

rischiando di dover impiegare molto 

tempo nella costruzione della 

tassellazione. Perciò abbiamo 

sperimentato e ci siamo focalizzati su un 

altro metodo: il metodo delle parabole. 
 

 

 

 

LA PARABOLA 

Varie definizioni  

Una parabola è una figura geometrica che può essere caratterizzata in vari modi 

equivalenti. 

 

Sezione conica  

Una parabola è una sezione conica, ovvero una figura 

che si ottiene come intersezione fra un cono circolare 

e un piano. Il tipo di sezione conica dipende dalla 

inclinazione del piano rispetto al cono. Una retta 

generatrice del cono è una retta contenuta nella 

superficie del cono.  

 



Luogo geometrico  

Una parabola può anche essere 

definita come luogo geometrico nel 

modo seguente. Una parabola è 

l'insieme dei punti del piano 

equidistanti da una retta r (detta 

direttrice) e da un punto F (detto 

fuoco) non contenuto in r. Una 

parabola è il luogo dei punti 

equidistanti tra il punto F e la retta L. 

Nel disegno, i segmenti FPi e PQi hanno 

la stessa lunghezza (per i = 1,2,3). 

In altre parole, una parabola è l'insieme dei punti P tali che, indicata con Q la 

proiezione ortogonale di P sulla retta r, sono uguali tra loro le lunghezze dei 

segmenti.������ � ������. 

Inoltre: 

• la retta passante per F e ortogonale alla direttrice costituisce l'asse di 

simmetria della curva; 

• l'intersezione dell'asse di simmetria con la parabola, punto medio tra il fuoco 

e la sua proiezione sulla direttrice, si dice vertice della parabola. 

 

Equazione cartesiana della parabola  

In geometria analitica, il piano è dotato di coordinate cartesiane ortogonali, e una 

parabola può essere descritta come luogo di punti che soddisfa un'equazione di un 

certo tipo. 

Una parabola è l'insieme dei punti (x,y) del piano cartesiano che soddisfano una 

equazione quadratica del tipo : 

��� 	 2��� 	 
�� 	 2�� 	 2�� 	 � � 0 

dove �� � �
. 

Operando una rotazione che trasforma l'asse della parabola in una retta parallela 

all'asse delle ordinate si può ottenere una espressione più semplice, del tipo 

� � ��� 	 
� 	 � (con � � 0). 

 

Se invece la rotazione trasforma l'asse in una retta parallela all'asse delle ascisse 

l'equazione diventa � � ��� 	 
� 	 �. 

 

Ciascuno dei coefficienti ha un ruolo particolare nelle parabole. 

 

Il coefficiente a  

Il coefficiente a determina la convessità della parabola: 

• a > 0: concavità verso l'alto; 



• a < 0: concavità verso il basso; 

• a = 0: parabola degenere (in una retta). 

Più il coefficiente a è grande più è larga la parabola, più a è piccola più è stretta. 

 

Il coefficiente b  

Il coefficiente b è legato alla posizione dell'asse della parabola, che ha equazione 

x= −
b

2a  

e si trova derivando la funzione e ponendola uguale a zero.  

Da notare che, restando fisso il coefficiente c, che determina l'intersezione con 

l'asse delle ordinate, e facendo variare valore di b, la parabola passerà sempre per 

quel punto. In particolare, la retta tangente alla parabola nel punto di incontro con 

l’asse delle ordinate, ha pendenza pari a b. Questo significa che se b vale zero, l’asse 

della parabola coincide con l’asse delle ordinate. Mentre la derivata prima, potrà 

essere facilmente individuata in quanto il suo punto di incontro con l'asse delle 

ascisse sarà pari all'ascissa del vertice (-b/(2a)), mentre l'incontro con l'asse delle 

ordinate sarà pari al valore di b. 

 

Il coefficiente c  

Come accennato, il coefficiente c determina il punto di intersezione della parabola 

con l'asse delle ordinate. Ciò è facilmente verificabile mettendo a sistema 

l'equazione dell'asse y con quella di una generica parabola: 

 
Se il termine c è nullo, la parabola passa per l'origine degli assi. La parabola nella 

funzione quadratica y=ax²+k si sposta verso l’alto se k > 0, verso il basso se k < 0. La 

parabola nella funzione quadratica y =a(x - h)² si sposta verso destra se h > 0, verso 

sinistra se h < 0. La parabola nella funzione quadratica y =a(x - h)² + k e si sposta 

orizzontalmente a seconda di |h| e verticalmente a seconda di |k|. 

 

Parabola con asse verticale 

• Discriminante: Δ = b2 − 4ac; 

• Equazione dell'asse di simmetria: 

 

• Coordinate del vertice: ; 

 

 

• Coordinate del fuoco: ; 

 

 

• Equazione della direttrice:   . 



Per disegnare la parabola abbiamo usato il software geogebra e, dopo avere 

disegnato direttrice e fuoco, abbiamo costruito l’asse di un segmento che ha come 

estremi il fuoco e un punto qualunque A della direttrice. Successivamente, tracciata 

la perpendicolare alla direttrice passante per A si trova il punto P intersezione di 

questa perpendicolare col suddetto asse ; quel punto è uno degli infiniti punti della 

parabola. Inserita la modalità traccia ecco che alla fine compare la parabola che 

stavamo cercando. 

 

 

 

UN SITO PER LE TASSELLAZIONI DI VORONOI 

http://www.diku.dk/hjemmesider/studerende/duff/Fortune/ 

Questo collegamento permette di vedere disegnare i diagrammi di Voronoi 

utilizzando le parabole. Ogni punto generatore è il fuoco di una parabola la cui 

direttrice è una retta; i punti di intersezione di due parabole sono equidistanti dai 

due fuochi (cioè i due generatori) e quindi appartengono al bordo delle celle di 

Voronoi relative a questi generatori. Si bloccano questi punti e si sposta la direttrice 

nel piano costruendo nuove parabole, fissando nuovi punti dei bordi fino a formare 

tutta la tassellazione. 

 

 

 

 

 

 



IL PROBLEMA DELLE FARMACIE 

La nostra professoressa di Matematica Nadia Boldrin insieme al ricercatore 

universitario Enea Bongiorno ci hanno illustrato un articolo di giornale (preso dalla 

rivista XlaTangente) in cui si parlava di alcuni ragazzi italiani che avevano vinto un 

concorso europeo grazie all’uso dei diagrammi di Voronoi applicati in un contesto 

reale. I ragazzi in questione hanno suddiviso la città di Monza, dove abitano, con 

questa speciale tassellazione usando come centri dei diagrammi le farmacie presenti 

nel paese. Con questo lavoro hanno potuto osservare le zone di competenza di ogni 

farmacia notando così se la loro disposizione fosse corretta. Seguendo questo punto 

di partenza noi ci siamo riproposti il medesimo compito con una sola differenza: 

abbiamo applicato questo problema a Rho, la nostra piccola città. 

 

Prima di tutto abbiamo segnato sul TuttoCittà l’esatta posizione di ogni farmacia e 

ne abbiamo rilevato le opportune coordinate utilizzando la carta millimetrata e 

quella lucida. Poi abbiamo inviato tramite e-mail questi dati ad Enea il quale, grazie 

ad un programma chiamato MATLAB, ha suddiviso il piano secondo il criterio citato 

in precedenza.  



 

Successivamente abbiamo stampato su carta lucida la suddivisione inviataci da lui e 

l’abbiamo sovrapposta sia al TuttoCittà sia alla scannerizzazione della piantina di 

Rho creando così l’obiettivo prepostoci grazie ad un programma scaricato da 

Internet. 

 

In conclusione, possiamo affermare che anche nella nostra città le farmacie sono 

disposte in una maniera non omogenea; risultano infatti alcune zone con troppe 

farmacie per pochi abitanti, mentre altre hanno una zona di competenza troppo 

grande e difficile da gestire. 

  



ESEMPI DI TASSELLAZIONI DI VORONOI 

Infine abbiamo cercato tutte le applicazioni di Voronoi e tutte le più belle immagini 

che riuscivamo a trovare e abbiamo scoperto che venivano usate in tantissimi campi 

tra i quali riportiamo: cristallografia, architettura, disposizione delle reti wireless, 

fisica dei polimeri e meteorologia. 

 

  



SITOGRAFIA E LINK 

� cenni di teoria: 
           http://www.ics.uci.edu/~eppstein/gina/scot.drysdale.html  

� altra teoria e alcuni link: 
            http://www.voronoi.com/wiki/index.php?title=Main_Page 

� metodo parabole:  
            http://www.diku.dk/hjemmesider/studerende/duff/Fortune/ 

� metodo delle circonferenze e metodo di Delaunay: 
            http://www.cs.cornell.edu/Info/People/chew/Delaunay.html  

� costruzione delle tassellazioni di Voronoi: 
           http://www.pi6.fernuni-hagen.de/GeomLab/VoroGlide/index.html.en  

 

 

 

 

 


